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Streszczenie: Praca opisuje wiéciwasci jakasciowe kodow liniowych w wymiarze ,potéwkowym”, tguy wymiar kodu jest réwny
jego kowymiarowi. Przedstawiona zostata analizeeglikci Hamminga dla kodéw reprezentowanych w przesiti@ektorowej nad ciatlem
skoiczonym charakterystyki ypkiszej i dwa. Konstrukcja kodéw zostata oparta o automorfizrobeniusa. Rozpatrywano kody o wymiarze
trzy zanurzone w sg@oelementowej przestrzeni nad cialem siedmioeiemme/m.

Stowa kluczowe: kody liniowe, kodowanie, odlegtbHamminga

Quality characteristics of finite linear codes

Abstarct: Paper describes the qualitative properties of lineades in the dimension of "half-width", ie. whiae code dimension is

equal to its co-dimension. The codes are constdugtgh use of Frobenius automorphism in a vectoacspover a finite field of the

characteristic more than two. We considered thrieedisions codes embedded in six dimensional spagetlee field with seven elements.
An analysis of the Hamming distance for such a saglalso represented in the paper.
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1. WSTEP szybkiego generowania takich kodéw zostata przedstea
w pracy [2].

Kody liniowe stosowane gspowszechnie w przesytaniu

danych w zaszumionym medium transmisyjnym. Przez

wymiar kodu rozumie situ wielkaé¢ pojedynczego stowa 2. KOD LINIOWY

kodowego, z kolei kowymiar kodu, mierzy tak zwan

nadmiarowé¢ czyli ilos¢ informacji niezlgdnej do Niech kn,p,w.q € N, p— liczba pierwsza,

wykrywania i ewentualnej korekcji &déw przesytanych q=p" k=n

danych, co 4cznie daje przepustow® tacza. Liniowd¢

kodu znakomicie upraszcza procesy kodowania i Definicja. Kazdg k-wymiarow podprzestrzé wektorow
dekodowania, co skutkuje g wydajndcia C przestrzeni n-wymiarow®; nazywamy kodem liniowym
implementowanych algorytmow. Z oczywistych powodow, o diuggci n, wymiaru k, nad ciaterr, [1][4] .

najczsciej stosuje si kody binarne, co znacznie zeia Wybér bazy

spektrum mealiwej do uzyskania jakai  kodu. B=(by,...b)by,..bpeCc Fy

Zastosowanie wkszej liczby stanéw (ciat skezonych
charakterystyki wikszej n dwa), daje elastycanstruktue
kolekcji kodéw liniowych. Wykorzystywana tutaj metm
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indukuje monomorfizm przestrzeni liniowych
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. AN
uFy - wg,(;ﬁ) — JZ:l.,rj-aj-, im() = C

zwanykodem liniowym.
Dostajemy

0= FX SFISF/C 0
tzw. krotki ciag doktadny przestrzeni wektorowych.

codim C =dimF;/C =n — k. _
Sktadajc n z dowolnym izomorfizmemF, /C - FrR
dostajemy ponownie krétki gy doktadny.

Operator (macierzH nazywamyanihilatorem, macierz
kontrolng (check matrixkoduC.

L H .
0—F; =Fi=Fi =0
Kowymiar podprzestrzentodimC = n - kto ilos¢ stopni
kontrolnych kodu (inaczej nadmiaroséd, a wymiardimC
=k odpowiada zawartei informacji.
Wektory bazowe
(by....bp). by..... by EF;
sg liniowo niezalene, wic znajdziemy podgy
l=jy<<j=n

taki ze macierz

'EJ.i'i. 1 b.i'_i. k
e
Bipe 0 bk
jest nieosobliwa.
1 - 0 7
Bl _ 0o - 1
P B b}l-"'u”:_ ﬂ.jll we ajlk
Byl ™ Bypke

P jest odpowiedni macierz permutacji osi wspétezinych
przestrzeni]F‘;. Jest to tzw.standardowa postabazowa

kodu liniowegoC.
Dla postaci standardowej kodu
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_ Trx
B = [ A }
anihilator (macierz kontrolna) H ma ngstijaca posta:

H=[4 ILigni

gdziely, I,_yn_x 3 Macierzami jednostkowymi
odpowiednich wymiaréw.

3. METRYKA HAMMINGA

Definicja. Rozszerzac metryle dyskretn (jedyra) w ciele
IF'H-
q

||-t||={u diex =10

1 diax=10

do normy Ltw przestrzen]F‘; wzorem

n
121=) 1o, 17 = (g, vy,
=1
otrzymujemy tzwmetryle Hamminga.
o FrxFr = I 0luv) =lu—-vwl
Definicja. Dla kodu liniowegcr = Fy, liczbe

d= min pluv)= min lu—vi=mn NHvi

WPrECU=TY WPECU=Y rECr=D
nazywamyminimalry odlegtaicig Hammingaub krécej
odlegtaicig Hamming§4].

Odlegtas¢ Hamminga kodu

€ cF;

jest rowna minimalnej liczbie liniowo zaleych kolumn
anihilatora kodu C.

Dla takiego kodowania nitiwe jest wykrycie d bidow
kodu C oraz korekcjfE=*| tych bkdow[4].

4. GENERATOR KODOW

Generator kodéw zostat zaimplementowany ezyku C,
przy wykorzystaniu biblioteki algebraicznej Compute
Algebra System z Uniwersytetu w Bordeaux.

Wybrano ciato skaczoneF- rzedu 7 = 117 649

przyjmujc nastpujace wartdci parametrow:



p=7,k=3,n=2k=6,
wielomian nieprzywiedInyfeF- [x], stopnian=6:
FOO =X +X° +2X* + X° +5X° +3X +2

generator (pierwiastek pierwotng)ciata F-¢ rzedu 7 -1=
117 648:

gx) =3X% +4X* +5X° +2X + 2
Do obliczér wykorzystano funkcje biblioteki Computer

Algebra System (w szczegébw wykorzystywane byty
funkcjeffinit(),ffgen(), ffprimroot(), fforder():
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(XX AED

Macierze automorfizmu Frobeniusar: FE — F¢  oraz
inwolucjat = g%
6 0 2 53 &6 0 3 3 3 0 5 0
4 3 6 4 1 0 6 30 3 310
,—l2 35130 __|446 210
4 2 1 3 2 0 1 2 3 1 6 0
2 4 3 86 1 0 1 2 3 2 5 40
6 6 4 86 2 1 6 2 3 86 2 1
operatory rzutu (idempotenty) i
6 1 1 0 1 0 2 6 6 0 6 0
4 502 10 330560
ot = E 516 30 = 220140
3 31040 7 Tl#1s61 30
3 616 50 4161 30
4 6 2 4 6 D 315 3 1 1

bazy podprzestrzeni Vi V- (jako odpowiednie kolumny

macierzy):

voi d init_kody(long prec)
{
GEN p1;
p = pol _x(fetch_user_var("p"));
k = pol _x(fetch_user_var("k"));
n = pol _x(fetch_user _var("n"));
f = pol _x(fetch_user_var("f"));
t = pol _x(fetch_ user _var("t"));
g = pol _x(fetch_user _var("g"));
p = stoi(7);
k = stoi(5);
n = gmul sg(2, k);
f =ffinit(p, gtos(n), -1);
t = ffgen(f, -1);
g = ffprinroot (t, NULL);
pl = fforder(g, NULL);
{
GEN j;
for (j = gen_0; genp(j, pl) <=0; j =
gaddgs(j., 1))
pari _printf("%s; 9%s\n", j, gpow g,
j, prec));
}
return;
}

Realizacy ciataF;« jest ucgta algebra wielomianéw:

Fre = F;[X]/(F)

Obliczenia prowadzone byly w upadkowanej bazie
széciowymiarowej przestrzeni wektorowe.s =~ F&¢ nad
cialemF:

1_J'+ =

o o = L oh
(= e =
===
[ TS N S S
ST =T =3 - ST R

oraz elementf, £t e V-

F=2X +6X* +3X° +3X° +4,

F~l=3X% 4 6X® 4+ X%

Dla ujednolicenia oznacaéaz przestrzenFé oznaczmy:
(X5, X X% X8 %.1) =(ey, 8, 64,6, 85, 85)

oraz baz podprzestrzeni ¥/

fi =Bey + 58, + 84

F=ete tes

£ =e

Mnozenie w cieleFS mazna przedstawijako tensor
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F: @ F: = F:

5
g & =Zc_i%;l.e;, LEk=1...6

gdzie wspotczynniki .:f;‘.eF___ s3 stalymi  struktury
(mnazenia).

Gdy mnaenie przez lewy czynnik ograniczymy do
podprzestrzen¥* € F.z to otrzymamy cgsciowy tensor w
postaci trzech macierzy:

B2 U1 £ 03 B
PERE I R, A
Tooafe @ o OO
AU D
PER I T RV

i

|
= e
[T Y S T
BRI LY D
B3 B e BB
Fa - T

Witozenie generujce 7°+1=344 koddw liniowych:
@:FF:) = Grass(3.6,F;)
Realizowane jest nagiujaco:

Fis & V* 3 x s spang_{x + £} C F

m— Vo FE

Ogolnie, kada podprzestrzgiednowymiarowa naf ;= jest
odwzorowywana na podprzestfiz@ymiaru trzy nacF; za
pomog operacji:

Ff 5 u, spang_{u}+ spang_ {f; -u.f; - uf; -ul

Ponizej przedstawiono niektére z funkcji realizcg

obliczanie kodéw. Funkcjatuple() generuje potrzebne
krotki, natomiast wywotywana przez gnifunkcja act()

wykonuje odpowiednie operacja macierzowe:

int k, int d,
int[_n][_k] ), int

void tuple( int n,
int (*f)( int*, int,
*a, int b[_n][_Kk])

{
if( d>0) {

int j;

for( j=0; j<n; ++ ) {
a[d-1]=j;
tuple( n, k, d-1, f, a, b);
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else f( a, k, b);

}

int act( int u[_K])
int v[_n], w_n], r[_n][_k];
static unsigned long | = 1UL;
mul V3( v, Vplus, u);
addv( w, v, xi0 );
mul 3U( r, w);
print3uU( r );

}

W wyniku tych dziaté otrzymujemy poszukiwane kody:

1. [651000
100110
00000 1]

2. [524540
626340
26550 4]

3. [605060
232236
14650 4]

344.[256 4 3 1
345600
21446 3].

5. ANALIZA JAKO SCIOWA KODOW

Dla rozwaanego przyktadu miiwe odlegtgci Hamminga
wynosz 1,2,3oraz4:

l=d=n—-k+1=4

Poniewa wyznaczanie odlegiosi Hamminga dla koddéw
liniowych jest problemem NP-trudnym [5], do obliciz
wag Hamminga wykorzystany zostat podstawowy algoryt
(brute force):

int check( int *a, int k, int b[_n][_K]
) |

int u[_n], j, nonO= O;

mul V3( u, b, a);

for( j=0; j < _n; ++ )

if( u[j] ) ++nono



if( non0> 0 && di st Hammi ng > nonO )
di st Hanm ng= nonO;
return nonoO;

}

Rysunek 1 przedstawia odlegho Hamminga dla wczmiej
wygenerowanych kodéw.

Nieznaczna il&¢ otrzymanych kodow (szé& koddéw) jest
catkowicie beziyteczna. Odlegk® Hamminga wynosi dla
nich 1, co nie pozwala nawet na wykrycieddw. Kolejne
osiemdziegit sz&é¢ kodéw réwnie ma niewielkie
zastosowanie - odlegt6 Hamminga wynosi dla nich 2, co
umazliwia wykrywanie bkdow, ale nie pozwala na ich
korekcg. Dla wigkszaci otrzymanych koddéw, doktadnie
dla 252, maliwe jest zarébwno wykrywanie, jak i korekcja
bteddw, tj. odleglié¢ Hamminga jest wksza od 2. \&téd
nich uzyskano siedem optymalnych kodéw o maksymalne
dla tego przyktadu odlegioi Hamminga wynosicej 4.

300 7

250

200 -

ilos¢ kodow
[
@
=]

100 -

50

1 2 3 4

Odlegtosé Hamminga

Rysunek. 1Dystrybucja odlegtéci Hamminga kodow.

Optymalne kody:
5.[16 2653

032015
014245

112.[4 3 00 6 6
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145453
53361 6]
135.[4 3 00 6
1345
6 53 5 6]
164.[2 3 0545
4560
46 0 2 0]
179.[2 3 05 4 3
6 460
202 4 0]
205.[4 2 4 436
6 445
6 56 1 1]
222.[6 56 10 14
3223
01131]

Szczegotowy rozktad wynikéw zostat zaprezentowamy n
rysunku 2:

Rozklad odlegloéci Hamminga dla poszczeg6lnych kodéw

Rysunek. 2Rozktad minimalnych odlegéai Hamminga.

Jak wid& na omoéwionym przykladzie opisywana metoda
pozwala na generowanie kodow liniowych uitiwiajacych
efektywne korygowanie biléw transmisji. W przyszkei
autorzy zamierzgj przeprowadzi kompleksowe badania
koddéw generowanych przy pomocy takiej metody.
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