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Streszczenie: Celem pracy jest zaproponowanie szybkiej metody obliczeniowej pozwalajgcej na wyznaczenie DST-1IV (oraz
transformaty odwrotnej) o ztozonosci O(n*Ign) pod wzgledem liczby mnozen. Wybor DST-1V podyktowany jest brakiem atrakcyjnych
zaleznosci w macierzy opisujqcej przeksztatcenie — wiekszos¢ prac polskich i zagranicznych [1,2,3] opisujqcych efektywne metody
konstrukcji grafow przebiegu obliczen opiera sie¢ o DST-1I/DST-III, ktorych analiza jest prostsza. Opracowana metoda zostanie
przedstawiona w postaci matematycznej.

Stowa kluczowe: Transformata sinusowa, transformata dyskretna, DST

Fast Discrete Sine Transform

Abstarct: The aim of this work is to present a fast calculation method for DST-IV and inverse transform, whose complexity is
O(n*lgn) with regard to multiplication count. DST-IV was chosen due to lack of attractive dependencies in the matrix describing the
transformation. Most works (both Polish and foreign [1,2,3]) elucidating effective methods of producing graphs describing the
calculation process are based on DST-1I/DST-1II, whose analysis is by far less complicated. The proposed method will be presented in a
mathematical form..
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fatwo$¢ przeksztalcania baz transformat Fouriera,

sinusowej 1 cosinusowej oraz nieskomplikowane
1. WSTEP zalezno$ci matematyczne taczace te transformaty.
DCT i DST r6zni si¢ od DFT przyjetymi warunkami
brzegowymi — wszystkie te transformaty operuja na
skonczonym zestawie probek, jednak przyjmuja inne
zatozenia odnosnie ,rozszerzenia” funkcji poza
ograniczong dziedzing. Tak jak przy DFT zaktada sig
okresowe rozszerzenie dziedziny, tak przy DST
przyjmuje si¢ parzystos¢ funkcji, a przy DCT -—
nieparzystos¢. Daje to az 16 przypadkéw transformat
trygonometrycznych - zaleznie od
parzysto$ci/nieparzysto$ci na lewym i prawym krancu
dziedziny oraz punkty symetrii dla kazdego z krancow
(skrajna probka moze by¢ przy rozszerzeniu dublowana
badz nie). DCT (parzystos¢ na lewym krancu dziedziny)
to grupa 8 z tych transformat (w szczegodlnosei I, 11, V, VI
— zachowuja ciaglo$¢ na obu krancach dziedziny po jej
rozszerzeniu), a DST — pozostale 8. Zaleznie od rodzaju

W popularnej literaturze [2,4] mozna znalezé wicle
opracowan dotyczacych efektywnych 1 szybkich
algorytméw obliczajacych szybka dyskretna transformatg
Fouriera, przydatna w wielu zastosowaniach zwiazanych
z cyfrowym przetwarzaniem sygnatow.

Nieco mniej miejsca po$wigcono na szybka dyskretna
transformat¢ cosinusowa — uzywana m.in. w kompresji
obrazu i dzwieku.

Natomiast blizniacza do niej szybka dyskretna
transformata sinusowa nie okazala si¢ atrakcyjnym
tematem dla wielu naukowcow.

Dlaczego? Powoddéw mozna wymienié¢ kilka — przydatna
wlasno$¢ funkcji cosinus, jaka jest jej parzysto$¢
cos(-x)=cos(x), wezsze spektrum zastosowan [3,5] dla
transformaty sinusowej (np. steganografia), stosunkowa
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analizowanego sygnatu [3] i oczekiwanych efektow,
stosujemy odpowiednig transformate.

2. MATEMATYCZNY OPIS DST

Istnieje kilka podstawowych typéow DST. DST-IV dana
jest wzorem:

= ot 1 1 )
‘X;,.:Zx.nsm{ﬁ(nlE)Oclg)} k=0,...,.N—-1

n=0

W podobny sposob opisana jest blizniacza transformata

DCT-IV:
.= T 1 1 o
)1,;-=§).11,,cos K(nl;)(klzﬂ k=0,...,N—1

Transformat¢ mozna rowniez opisaé¢ za pomoca iloczynu
wektorowo-macierzowego:

)1.’0 '| . [ sz’ngﬁ) sin(Qn.f 1%)'| | [ .?:.0 '|
e | o]

X,,_1J [sz’n(2n7 175)

f Xo -| |- Ty -|
: =DST,- | :
L

gdzie macierz DST, sklada sig z czynnikéw

. 27
SN —sin|— (2n + 1) (2k 1}
N, = sin [ =% (204 1) 2k + 1)

E=0,--N—-1 n=0,--,N—1

W rozwazanym przypadku 8-punktowego DST-IV:
sin sin sin sin sin sin sin sin
(In/32) (37/32) (57/32) (7n/32) (9n/32) (117/32)(137/32)(157/32)|
sin sin sin sin sin -sin -sin -sin
(3n/32) (97/32) (157/32)(117/32) (57/32) (In/32) (7n/32) (137/32),
sin sin sin -sin -sin -sin sin sin
(57/32) (157/32) (7r/32) (37/32) (137/32) (9n/32) (17/32) (117/32),
sin sin -sin -sin -sin sin sin -sin
DSTs =|(77/32) (117/32) (37/32) (157/32) (17/32) (137/32) (57/32) (97/32)
sin sin -sin -sin sin -sin -sin sin
(97/32) (57/32) (137/32) (1n/32) (157/32) (37/32) (117/32) (77/32)
sin -sin -sin sin -sin -sin sin -sin
(117/32) (In/32) (97/32) (137/32) (37/32) (7n/32) (157/32) (57/32)
sin -sin sin sin -sin sin -sin sin
(137/32) (77/32) (1n/32) (57/32) (117/32)(157/32) (97/32) (37/32)
sin -sin sin -sin sin -sin sin -sin
(157t/32)(137/32)(117/32) (97/32) (7r/32) (57/32) (3m/32) (In/32)
Tabela 1 Macierz opisujaca transformatg DST(8).
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3. DZIELI1ZWYCIEZAJ - OPIS
MATEMATYCZNY METODY

Analiza macierzy definiujacej przeksztatlcenie DST-IV
pozwala na wykorzystanie metody ,.dziel i zwycig¢zaj”
podobnej do uzycia ,,decymacji” przy obliczaniu FFT
algorytmem Cooley-Tukey.

Macierz DSTy z omawianymi

fragmentami:
sin sin sin sin sin sin sin sin
%32) ;37:/3%57:{32) (7n/32) (911(32) (117E/32)(13il:/32)(15ﬂ/32)
sin sin sin sin sin -sin -sin -sin
(Bn/32) (97/32) (I57/32)(117/32) (57/32) (1n/32) (77/32) (137/32)|
sin sin sin -sin -sin -sin sin sin
(57/32) (157n/32) (77/32) | (37/32) (137/32) (97/32) (A7/32) (117/32),
sin sin -sin -sin -sin sin sin -sin
DSTs = |(7#/32) (117/32) Ba/32) (157/32) (Ar/32) (137/32) (57/32) (97/32)
sin sin -sin -sin sin -sin -sin sin
(97/32) (57/32) (137/32) (1n/32) (157/32) (37/32) (117/32) (7n/32)
sin -sin -sin sin -sin -sin sin -sin
(117/32) (17/32) (97/32) (137/32) (37/32) (77/32) (157/32) (57/32)
sin -sin sin sin -sin sin -sin sin
(137/32) (7r/32) (In/32) (57/32) (11n/32)(157/32) (97/32) (3n/32)
sin -sin sin -sin sin -sin sin -sin
(157/32)(137/32)(117/32) (97/32) (77/32) (57/32) (37/32) (In/32)
Tabela 2 Zalezno$ci w transformacie DST(8).

zaznaczonymi

Pordéwnanie z macierza DST,:

sin(2n/32) J sin(3n/16)  sin(5w/16)  sin(7n/16)
DST,= - ;irt_(3_7!/_16; sin(7n/16) sin(17/16) -sin(57/16)
sin(57/16) sin(1n/16) -sin(7n/16) sin(3n/16)
sin(7n/16)  -sin(5n/16)  sin(3n/16)  -sin(In/16)

Tabela 3 Zaleznos$ci w transformacie DST(4).

Argumenty funkcji sinus dla DSTg odpowiadaja
argumentom w DST; £ w/32. Nie jest to przypadek.
Powrawg:aija(c do wzoru definiujacego DST:

2
X;.-=Z.1:.,,sin[8—;(2nl 1) (2k l)] k=0,---,N-1

n=0 .
poszczegdlne komoérki macierzy dane sa wzorem

27 (2n + 1) (2k 1 1)}

- 2w
SN — sin [
8

kn T

k=0,---,N—1 n=0,---,N—1

Po poréwnaniu warto$ci poszczegélnych komorek
macierzyoglalDST o rozmiarze 2N i N uzyskujemy:

XN =3 2,85y k=0,---,2N-1

n=>0



Porownujac to z odpowiednimi komoérkami macierzy dla
DST z2N probek otrzymamy:

T (2n+ 1) (2K 4 1)}

SY, = sin

8N
k=0,--,N-1 n=0,---,N—1

2N
Sian = sin

3 (4n + 1) (2K 4 1)]

T (4n+2)(2k+1) — N(

2% | 1)}

SN — sin
k.2n 811\

Poniewaz:
sin(x & y) = sin(z) cos(y) % cos(z)sin(y)

uzyskujemy

) ZTT i f (2!’(’ | 1)?1'

Sion =sin sV (2n + 1) (2k 4 1)} cos [T}_
2m b v . (Qk f 1)?7_

—cos | oy (2n + 1) (2% 4 1)} sin [T

Wprowadzajqc oznaczenie

CyY = cos 2n+ 1) (2k 4 1)}

SN(
k=0,--,N—-1 n=0,--,N—1

uzyskujemy

y N 28+ 1w . 2k + 1w
Sy = ﬁncos[i( SN) }—Cﬁnsm [7( SN)}

Analogicznie:
ﬂ 3 3 r 3
2 2ﬂ+1—sm[ T (dn - 2) 2k 4 1)+ (2 1)}

. (2k+ D)m i (264 Dm
Sitnt1 = Sim [T - Cipsin N

Bardzo podobna zalezno$¢ mozna znalez¢ dla pozostatych
wspéiczynnizlig')vif wykorzystujac fakt, ze:
X=X ml )G k=0, N1

n=I0
wykonujac analogiczne do poprzednich przeksztalcenla
uzyskujemy natychmiast:

(2&8&1)#} - SY sin [(2&8;1)#}
(2k+ 1)m — SN sin (2k + 1)m
8N 8N |

— (N
0& 2n T C&:.n cos

N
0& o1 = Cjp €OS [
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Obliczenie DST zostato zatem sprowadzone do obliczenia
dwukrotnie mniejszego DST dla probek bedacych
sumami kolejnych par probek oryginalnych oraz DCT dla
kolejnych réznic par probek.

N-1 .
7 ; 2+ 1)
XN =" (%20 4 T2n41) Spy cos #} —
n=0 8N

o 26+ 1w
— (T2n — Tant1) Chy Sin (ST)
= : 2% + )7
XoN-1k = 2 | (%20 — Tant1) Oy co8 % |
n=0 - 8N
N 2k + D
b (20 + Zant1) Spy sin (SN)}

7 zalozenia, DCT (réznicy kolejnych par probek X©)
liczymy jednym ze znanych szybkich algorytméw, a DST
(sumy kolejnych par probek X™) dekomponujemy
rekurencyjnie w ten sam sposob.

. N 2k -+ Dw A 2k + )w
X2 xY o (ST)} X sin (ST)
; AN 2k + D N 2k+ )
X2 xON o [(ST)} F X gin [(ST)}

Nalezy ustali¢ jeszcze warunek brzegowy rekurencji, np.
dla danych o rozmiarze N=1 lub N=2.

sin  sin cos cos
DST; = |(12/8)(3n/8)| DCT, =|(In/8)(37/8)
sin  -sin cos -cos
(37/8)(1n/8) (37/8)(17/8)

Tabela 4 Warunek brzegowy dla propozycji DST-IV.
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4. ZEL.OZONOSC OBLICZENIOWA

Analiza zlozonosci obliczeniowej pod katem ilosci
wykonanych mnozen (rzeczywistych) przedstawionego
algorytmu nie jest trudna — zat6zmy, ze DCT nie wymaga
wigcej mnozen niz DST dla takiego samego rozmiaru
danych (co zostato pokazane przy sprowadzanie DST do
DCT).

DSTn-2) wymaga 3 mnozen.

DSTn-4) sktada si¢ z DST(n—y), DCTn=y) i ich taczenia
zrealizowanego tymczasowo (nieoptymalnie) przy uzyciu
8 mnozen. Lacznie zostanie wigc wykonanych 14
mnozen.

DST(N:g) sktada SIQ V4 DST(N:4), DCT(N:4) i 1qczenia -
zostang wykonane 44 mnozenia.

DST(N:16) sktada SIQ z DST(N:g)J DCT(N:g) i {qczenia -
Lacznie zostanie wykonanych 120 mnozen.

Kontynuujac obliczenia uzyskujemy nastgpujace wyniki:

N MW(N) MP(N) MO(N)
2 4 3 3

4 16 14 14

8 64 44 39

16 256 120 82

32 1024 304 176
64 4096 736 380
128 | 16384 1728 820
256 |65 536 3968 1764
512|262 144 8 960 3780
1024 | 1048576 19 968 8068
2048 |4 194 304 44 032 17156
4096 |16777216 96256 36 356
8192 |67108864 208 896 76 804

Tabela 5 Ztozono$¢ obliczeniowa.

Tabela zawiera dane: MW(N) - Liczba mnozen przy
uzyciu iloczynu macierzowo-wektorowego, MP(N) -
Pesymistyczna liczba mnozeh w  proponowa-nej
metodzie, MO(N) - Oczekiwana liczba mnozen w
propono—wanej metodzie

Warto$ci  oczekiwane podano przy zalozeniu, ze
zastosujemy bardziej efektywne algorytmy obliczania
DCT-IV - liczba ta ulegnie zmianie w zaleznosci od
wyboru metody.
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5. WLASNOSCI ALGORYTMU

Zaproponowana metoda ma duze zalety:

e Dziata dla dowolnego rozmiaru danych N=2° oraz
innych rozmiaréw, gdy dane wejsciowe dopelni sig
zerami,

e Jej pesymistyczna zlozono$¢ obliczeniowa to
O(n*lgn), zarowno pod wzgledem mnozen, jak
i dodawan, spetnia wigc wymagania wystarczajace,
aby nadaé jej status ,,szybkiego algorytmu” w tej
klasie zadan,

e Na kazdym z poziomow rekurencji mozna zastosowaé
gotowy, opracowany modul realizujacy szybka
transformat¢ dla okres§lonego rozmiaru danych
wejsciowych, co dodatkowo zmniejszy liczbg operacji
matematycznych,

e Mozliwos¢ stosowania roznych metod obliczeniowych
na kazdym z poziomow rekurencji,

Jest podatna na dalsze optymalizacje, poniewaz graf

opisujacy przeprowadzane obliczenia moze zosta¢ fatwo

uproszczony
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